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TEOREMAS GLOBALES DE
APROXIMACION EN EDPs



i Qué es un teorema global de aproximacion
para un operador diferencial P?

Si una funcién v satisface la ecuacién P[v] = 0 en un cerrado S C R”,
asumiendo ciertas condiciones topoldgicas y de regularidad en la frontera,
entonces hay una solucién global u de la ecuacién Plu] = 0 que se le
aproxima, es decir, tal que la diferencia w — v en S puede hacerse
arbitrariamente pequeia en una norma adecuada.

teoremas globales de aproximacién en EDPs y aplicaciones MAGF



Primer teorema de aproximacion

Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Sea S un conjunto compacto de C tal que C\ S es
conexo, y sea f(z) una funcién holomorfa en S.
Entonces podemos aproximar f(z) uniformemente
en S por polinomios, i.e. dado ¢ > 0, existe un
polinomio p(z) tal que

lu(z) — p(2)| < e Vz € S.

Carle Runge
(1856-1927)
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C\ S conexo C\ S no conexo



C\ S conexo C\ S no conexo

(polinomios) (funciones racionales)



Operadores elipticos

Teorema de Lax-Malgrange (1956)

Sea P un operador diferencial elliptico con coeficientes analiticos. Sea S
un subconjunto de R™ tal que R™ \ S no tiene componentes conexas
compactas. Si v satisface Pv =0 en S, entonces v se puede aproximar
uniformemente en S por soluciones en todo R™.

Ejemplos: A
A+ )2



Operador del calor

Teorema (Jones, 1975 - Diaz, 1980)

Sea S un subconjunto de R™*! tal que para cada hiperplano II ortogonal
al eje del tiempo IT \ S no tiene componentes conexas compactas. Si v
satisface ;v — Av = 0 en S, entonces v puede aproximarse
uniformemente en S por soluciones de la ecuacién del calor en todo R"*1.




Idea de la prueba

o G(x,y): solucién fundamental, i.e. P[G(x,y)] = dy(x)
I

0V ~ U= ZciG(as,:ci), donde x; € entorno de S
i=1

o “Barremos” cada polo x; hacia el infinito

G(x,x;) Zway]
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ALGUNAS APLICACIONES



Conjuntos de nivel de soluciones de EDPs elipticas

Q Pv=0
v|7=0
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Conjuntos de nivel de soluciones de EDPs elipticas

Q@ Pv=0 Q Existeven S © Aproximamos por u global
vl = © u(0) ~v(0) en S

)

v~ 1(0)



Conjuntos de nivel de soluciones de EDPs elipticas

Q@ Pv=0 Q Existeven S © Aproximamos por u global
vl = © u(0) ~v(0) en S
v S v=10)

A. Enciso, D. Peralta-Salas, Submanifolds that are level sets of a solution to a second-order
elliptic PDE, Adv. Math. 249 (2013) 204-249. Robustez en no compactos



Soluciones estacionarias de la ecuacion de Euler

Ecuacién de Euler: Ou+ (u-V)u=—VP, divu=0
Campos de Beltrami: rot u = Au, A#£0

Au+ Nu=0



Soluciones estacionarias de la ecuacion de Euler

Ecuacién de Euler: Ou+ (u-V)u=—VP, divu=0
Campos de Beltrami: rot u = Au, A#£0

Au+ Nu=0

A. Enciso, D. Peralta-Salas, Knots and links in steady solutions

[@@?—\/ of the Euler equations, Ann. of Math. 175 (2012) 345-367.
\[)/%1—\0\7
>
-~
\) C\b/}@g\ A. Enciso, D. Peralta-Salas, Existence of knotted vortex
EF" tubes in steady Euler flows, Acta Math. 214 (2015) 61-134.
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Soluciones estacionarias de la ecuacion de Euler

Conjetura de Lord Kelvin (1875)

En los fluidos estacionarios pueden aparecer
tubos anudados

W. Thomson (Lord Kelvin)
(1824-1907)



Soluciones estacionarias de la ecuacion de Euler

En los fluidos estacionarios pueden aparecer
tubos anudados

W. Thomson (Lord Kelvin)
(1824-1907)

A. Enciso, D. Peralta-Salas, Existence of knotted vortex tubes
in steady Euler flows, Acta Math. 214 (2015) 61-134.

D. Kleckner, W. Irvine, Creation and dynamics of knotted
vortices, Nature Phys. 9 (2013) 253-258.
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Grafos minimos con microoscilaciones

{(w,u(w)) . zeBn, div(\/%) - o}

A. Enciso, MAGF, D. Peralta-Salas

Existe un grafo minimo sobre la bola unidad B" tal que el “area” de su
interseccién con {x,+1 = ¢} es arbitrariamente grande.




Grafos minimos con microoscilaciones

{(x,u(a:)) .z eB, div(\/%) = 0}

-~

Au—F(u)=0

A. Enciso, MAGF, D. Peralta-Salas

Existe un grafo minimo sobre la bola unidad B" tal que el “adrea” de su
intersecciéon con {z,4+1 = c} es arbitrariamente grande.

@ Sea S C B™ hipersuperficie con drea arbitrariamente grande.
Q Av =0, v‘s = ¢. Existe v en un entorno de S.

© Teorema de Lax-Malgrange + proceso iterativo — wu.

Q [Ju — vk pny pequefia, u~!(c) parecido a S en B".



MUCHAS GRACIAS
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